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 深水五阶 Stokes 波的快速近似计算方法
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摘　要：本文给出一个快速近似计算深水五阶 Stokes 波波面升高的方法。利用 ABR 三角级数拟合深水五阶 Stokes 波的

波面升高解析解，并得到 ABR 三角级数中参数 r 与波浪要素之间的函数关系，进而可以利用该函数关系快速近似计算

深水五阶 Stokes 波波面升高。结果表明，ABR 三角级数可以拟合深水五阶 Stokes 波波面升高的解析解，拟合偏差随波

高增加或周期变短而增加。利用波陡估计 r 偏差很小，因此可以利用 ABR 三角级数快速近似计算深水五阶 Stokes 波的

波面升高。
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Abstract: This paper presents a fast approximation method for calculating the surface elevation of deep-water fifth-order Stokes 

waves. The ABR trigonometric series is used to fit the analytical solution of the surface elevation of deep-water fifth-order Stokes 

waves, and the functional relationship between the parameters r in the ABR trigonometric series and the wave parameters is 

obtained. This functional relationship can then be used to quickly approximate the surface elevation of deep-water fifth-order Stokes 

waves. The results show that the ABR trigonometric series can fit the analytical solution of the surface elevation of deep-water 

fifth-order Stokes waves, with the fitting deviation increasing as the wave height increases or the period decreases. The deviation 

estimated of r by the wave steepness is very small, so the ABR trigonometric series can be used to quickly approximate the surface 

elevation of deep-water fifth-order Stokes waves.
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研究海洋中非线性水波的计算方法在海洋工程中

具有重要应用价值。非线性水波具有波峰尖锐而波谷平

坦的特征，且该非线性特征随波陡增加而变得更加显著 [1]。

Gerstner 首先给出深水情况非线性水波的精确解析解，

但是，该精确解旋且质量输移为零，其表达式为拉格朗

日坐标形式，不方便工程应用 [2]。Stokes[3] 首先提出了

求解非线性水波近似解析解的方法，即 Stokes 波理论。

他通过摄动技术，以波陡为扰动参量给出二阶、三阶和

五阶近似解。此后，研究人员又进一步给出了一系列高

阶的 Stokes 波表达式 [4-6]，这些表达式在工程中得到广

泛应用。

低阶 Stokes 波理论给出的近似解析解在波浪非线性

较强（波陡较大）时具有较大误差，高阶 Stokes 波理论

给出的近似解析解虽然精度高但是其表达式比较复杂。

因此本文研究深水五阶 Stokes 波的快速近似计算方法，

即寻找一个形式简单的表达式近似描述深水五阶 Stokes

波，但精度保持与五阶 Stokes 波给出的解析解相当。因

此本文研究的计算方法同时具有表达式简单且精度较高

的优点。

1 研究方法
在以与波速相同速度匀速运动的参考系中，波面升

高 与时间无关而仅是水平坐标 x 的函数，因此，可以

利用下面 ABR 三角级数近似表达波面升高：

                                                                                  （1）

式中： 是波高； 是波数；

是描述波形非线性强弱程度的参数， 对应线性波，
数值越大则 ABR 三角级数计算得到的波形非线性特

征越强； 是保证 最大值与最小值之差等于
波高 的参数。

采用 ABR 三角级数的原因是该级数中参数 一般

是给定的参数， 则可以方便地通过线性波或者 Stokes

波理论计算，此外仅含有一个表达波浪非线性强弱的参

数 ，这方便我们找到 与波浪要素之间的函数关系。

最初 Abreu 等 [7] 通过该级数近似计算近底水平流

速时间历程，并且 Ruessink 等 [8] 通过现场实测数据给

出了 ABR 三角级数中参数的确定方法。本研究采用枚
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举法求出 范围内 ABR 三角级数与五阶 Stokes 波

理论波面升高解析解偏差最小时的参数 数值。然后重

复上述过程，找到参数 与不同波浪要素之间的函数关

系式，进而可以通过 ABR 三角级数近似并快速预报深

水非线性波的波面升高，并且该预报结果的精度与五阶

Stokes 波理论给出的解析解精度相当。

2 结果与讨论
2.1 波浪要素影响

2.1.1 波高影响

为了讨论不同波高情况 ABR 三角级数对五阶 Stokes

波理论给出的解析解的拟合结果，图 1 给出水深 ，

周期 ，波高 = 2m、3m 和 4m 时，本文方法计算

得到的波面升高与五阶 Stokes 波理论给出的解析解之间的

对比。从图中可以看出，ABR 三角级数与五阶 Stokes 波理

论得到的结果符合良好，二者得到的波面基本重合，且波

面升高均呈现出波峰尖锐、波谷平坦的特征。这一非线性

特征随着波高增加而变得更加显著。

图 1 不同波高 ABR 三角级数对五阶 Stokes 波理论解析解的拟合结果

表 1 参数取值以及拟合误差

为了定量描述拟合误差，表 1 给出了不同波浪要素

情况 ABR 三角级数对五阶 Stokes 波理论解析解的拟合

误差，其计算表达式为：

                               （2）

式中： 是 ABR 三角级数的拟合结果，
是五阶 Stokes 波理论给出的解析解，L 是波长。

从表 1 中可以看出对于不同波高情况， 均在 1%

以内。这表明，利用 ABR 三角级近似表达五阶 Stokes

波理论解析解对于不同波高情况均具有良好适用性。注

意到， 随着波高增加而变大，这表明利用 ABR 三角

级数拟合五阶 Stokes 波理论解析解对于波高较小情况精

度更高。

2.1.2 周期影响

图 2 不同周期 ABR 三角级数对五阶 Stokes 波理论解析解的拟合结果

为了讨论不同波浪周期情况 ABR 三角级数对五阶

Stokes 波理论给出的解析解的拟合结果，图 2 给出水深

，波高 = 4m，周期 = 5s、7.5m 和 10s 时，

本文 ABR 三角级数拟合得到的波面升高与五阶 Stokes

波理论给出的解析解之间的对比。从图中可以看出不同

波浪周期情况，ABR 三角级数与五阶 Stokes 波理论得

到的结果均符合良好。二者得到的波面升高均呈现出波

峰尖锐、波谷平坦的特征，且该非线性特征随着周期变

短而变得更加显著，这也可以通过参数 随着周期变短

而增加看出（ 数值越大，则 ABR 级数描述的波面形

状非线性特征越明显）。

从表 1 中可以看出对于不同波浪周期情况， 均

在 1% 以内。这表明，利用 ABR 三角级近似表达五阶

Stokes 波理论解析解对于不同波浪周期情况均具有适用

性。注意到， 随着周期增加而变小，这表明利用 ABR

三角级数拟合五阶 Stokes 波理论解析解对于周期较大情

况精度更高。

2.2 快速近似计算方法

本节给出通过波浪要素快速计算 ABR 三角级数中

参数的计算方法，进而可以通过 与波浪要素之间的函

数关系式快速计算深水五阶 Stokes 波的波面升高。图 3

给出水深 =100m，周期 =2.5s、5s、7.5s 和 10s，波高

（ 是深水破碎波高）时
的 与波陡 之间的散点图以及拟合曲线。散点图

数据是通过 ABR 三角级数逼近五阶 Stokes 波理论解析解

得到（具体方法见第 1 节）。图 3 中拟合曲线表达式为：

                                              （3）
从图 3 中可以看出，式（3）与散点图拟合良好，

即利用式（3）通过波陡 计算 具有较高准确性。

因此，我们最终得到了快速近似计算深水五阶

Stokes 波波面升高的方法。第一步，通过给定的波浪要
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摘　要：七一水库是金沙溪上的中型水库，为研究枫叶大桥工程对七一水库阻壅水的影响，本文采用经验公式与二维水

流数学模型两种方法，收集水库水文、地形等资料，对新建桥梁进行壅水计算分析，提出跨河桥梁最大壅水高度这一指

标在防洪影响评价中计算方法选取的建议。
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素计算波陡 ；第二步，利用式（3）估计参数 的数值；

第三步，利用式（1）ABR 三角级数计算波面升高 ，

该波面升高即可作为深水五阶 Stokes 波的近似解。

图 3 与波陡 之间的散点图及拟合曲线

3 结论
本文利用 ABR 三角级数对深水五阶 Stokes 波波面升

高解析解进行拟合，得到了 ABR 三角级数中参数 与波

陡 之间的函数关系式，利用该函数关系式可以实现对
深水五阶 Stokes 波波面升高的快速近似计算。

结果表明：对于不同波高与周期情况，ABR 三角级数

均可以良好拟合五阶 Stokes 波波面升高解析解，拟合偏差随

波高增加或周期变短而增加，偏差一般不超过 1%。利用式

（3）通过波陡 估计 偏差很小，因此可以利用式（3）实

现通过ABR三角级数快速近似计算深水五阶Stokes波的目的。
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河道管理范围内修建桥梁将占用河道的行洪断面，

对涉河桥梁引起的壅水计算是建设项目防洪影响评价

的重要内容之一。本次利用枫叶大桥工程实例，依据

《河道管理范围内建设项目防洪评价报告编制导则（SL 

808-2021）》采用经验公式和数学模型两种方式，为工

程防洪影响评价中壅水计算方法的选择提供参考。

1 项目概况
1.1 建设项目概况

研究项目地处金沙溪中游段七一水库库区，距下

游大坝约 8.0 km，桥梁全长 670 m，跨七一水库桥梁长

366 m，采用 12 m×30 m 先简支后连续小箱梁形式，桥

梁宽度 9.0 m。工程位置如图 1 所示。


